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Âòîðíèê, 23 þëè, 2013 ã.

Çàäà÷à 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêà äâîéêà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà k è n ñúùåñòâóâàò k åñòåñòâåíè
÷èñëà m1,m2, . . . ,mk (íå íåïðåìåííî ðàçëè÷íè) òàêèâà, ÷å
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Çàäà÷à 2. Êîíôèãóðàöèÿ îò 4027 òî÷êè â ðàâíèíàòà ñå íàðè÷à êîëóìáèéñêà, àêî òÿ ñå ñúñòîè îò
2013 ÷åðâåíè òî÷êè è 2014 ñèíè òî÷êè, êàòî íèêîè òðè òî÷êè îò êîíôèãóðàöèÿòà íå ëåæàò íà åäíà
ïðàâà. ×ðåç ïðåêàðâàíå íà ïðàâè ðàâíèíàòà ñå ðàçäåëÿ íà ÷àñòè. Ñúâêóïíîñò îò ïðàâè ñå íàðè÷à
äîáðà çà êîëóìáèéñêà êîíôèãóðàöèÿ, àêî ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ:

• íèêîÿ ïðàâà íå ìèíàâà ïðåç òî÷êà îò êîíôèãóðàöèÿòà;

• íèêîÿ ÷àñò íå ñúäúðæà òî÷êè îò äâàòà öâÿòà.

Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà k òàêà, ÷å çà âñÿêà êîëóìáèéñêà êîíôèãóðàöèÿ
îò 4027 òî÷êè ñúùåñòâóâà äîáðà ñúâêóïíîñò îò k ïðàâè.

Çàäà÷à 3. Âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò çà △ABC ñðåùó âúðõà A ñå äîïèðà äî ñòðàíàòà BC â
òî÷êà A1. Òî÷êàòà B1 âúðõó ñòðàíàòà CA è òî÷êàòà C1 âúðõó ñòðàíàòà AB ñå äåôèíèðàò àíàëî-
ãè÷íî, êàòî ñå èçïîëçâàò âúíøíîâïèñàíèòå îêðúæíîñòè ñúîòâåòíî ñðåùó âúðõîâåòå B è C. Íåêà
öåíòúðúò íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò îêîëî △A1B1C1 ëåæè íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò îêîëî △ABC.
Äà ñå äîêàæå, ÷å △ABC å ïðàâîúãúëåí.

Âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò çà △ABC ñðåùó âúðõà A å îêðúæíîñòòà, êîÿòî ñå äîïèðà äî ñòðà-

íàòà BC, äî ëú÷à AB ñëåä B è äî ëú÷à AC ñëåä C. Âúíøíîâïèñàíèòå îêðúæíîñòè çà△ABC ñðåùó

âúðõîâåòå B è C ñå äåôèíèðàò àíàëîãè÷íî.
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Çàäà÷à 4. Íåêà ABC å îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ñ îðòîöåíòúð H è íåêàW å òî÷êà âúðõó ñòðàíàòà
BC (ðàçëè÷íà îò B è C). Òî÷êèòå M è N ñà ïåòèòå íà âèñî÷èíèòå ñúîòâåòíî îò B è C. Íåêà ω1

å îïèñàíàòà îêðúæíîñò îêîëî △BWN , à X ∈ ω1 å äèàìåòðàëíî ïðîòèâîïîëîæíàòà òo÷êà íà W
îòíîñíî ω1. Àíàëîãè÷íî, íåêà ω2 å îïèñàíàòà îêðúæíîñò îêîëî △CWM , à Y ∈ ω2 å äèàìåòðàëíî
ïðîòèâîïîëîæíàòà òo÷êà íà W îòíîñíî ω2. Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå X, Y è H ëåæàò íà åäíà
ïðàâà.

Çàäà÷à 5. Íåêà Q>0 å ìíîæåñòâîòî íà ïîëîæèòåëíèòå ðàöèîíàëíè ÷èñëà. Íåêà f : Q>0 → R å
ôóíêöèÿ, èçïúëíÿâàùà ñëåäíèòå òðè óñëîâèÿ:

(i) f(x)f(y) ≥ f(xy) çà âñåêè x, y ∈ Q>0;

(ii) f(x+ y) ≥ f(x) + f(y) çà âñåêè x, y ∈ Q>0;

(iii) ñúùåñòâóâà ðàöèîíàëíî ÷èñëî a > 1 òàêîâà, ÷å f(a) = a.

Äà ñå äîêàæå, ÷å f(x) = x çà âñÿêî x ∈ Q>0.

Çàäà÷à 6. Íåêà n ≥ 3 å öÿëî ÷èñëî è n + 1 òî÷êè âúðõó îêðúæíîñò îáðàçóâàò ïðàâèëåí (n + 1)-
úãúëíèê. Ðàçãëåæäàìå âñè÷êè íîìåðèðàíèÿ íà òåçè òî÷êè ñ ÷èñëàòà 0, 1, . . . , n òàêà, ÷å âñåêè íîìåð
ñå èçïîëçâà òî÷íî åäèí ïúò; äâå òàêèâà íîìåðèðàíèÿ ñå ñ÷èòàò çà åäíàêâè, àêî åäíîòî ñå ïîëó÷àâà
îò äðóãîòî ñëåä ðîòàöèÿ íà îêðúæíîñòòà. Åäíî íîìåðèðàíå ñå íàðè÷à êðàñèâî, àêî çà âñåêè ÷åòèðè
íîìåðà a < b < c < d, çà êîèòî a + d = b + c, õîðäàòà, ñúåäèíÿâàùà òî÷êèòå ñ íîìåðà a è d, íå
ïðåñè÷à õîðäàòà, ñúåäèíÿâàùà òî÷êèòå ñ íîìåðà b è c.

Íåêà M å áðîÿò íà êðàñèâèòå íîìåðèðàíèÿ, à N å áðîÿò íà íàðåäåíèòå äâîéêè (x, y) îò åñòåñò-
âåíè ÷èñëà òàêèâà, ÷å x+ y ≤ n è ÍÎÄ (x, y) = 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å

M = N + 1.
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